


अध्याय 
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अनुक्रम तथा श्रेणी 
(Sequence and Series) 





*% “Natural numbers are the product of human spirit” — Dedekind *% 


9,. भूमिका (Introduction) 


गणित में, शब्द ' अनुक्रम' का उपयोग साधारण अँग्रेजी के समान किया 
जाता है। जब हम कहते हैं कि समूह के अवयवों को अनुक्रम में 
सूचीबद्ध किया गया है तब हमारा तात्पर्य है कि समूह को इस प्रकार 
क्रमिक किया गया है कि हम उसके सदस्यों को प्रथम, द्वितीय, तृतीय 
संख्या तथा आदि से पहचान सकते हैं। उदाहरणतः, विभिन्न समयों में 
मानव की जनसंख्या अथवा बैक्टीरिया अनुक्रम की रचना करते हैं। कोई 
धनराशि जो बैंक खातें में जमा कर दी जाती है, विभिन्न वर्षो में एक 
अनुक्रम का निर्माण करती है। किसी सामान की अवमूल्यित कीमतें 
एक अनुक्रम बनाती हैं मानव क्रियाओं के कई क्षेत्रों में अनुक्रमों का 
बहुत महत्त्वपूर्ण उपयोग है। विशिष्ट पैटनों का अनुसरण करने वाले 





Fibonacci 


अनुक्रम श्रेणी (2027०४४०॥) कहलाते हैं। पिछली कक्षा में, हम (75-I250 A.D.) 
समांतर श्रेणी के संबंध में पढ़ चुके हैं। इस अध्याय में समांतर श्रेणी के बारे में और अधिक चर्चा करने 
के साथ-साथ हम समांतर माध्य, गुणोत्तर माध्य, समांतर माध्य तथा गुणोत्तर माध्य में संबंध, विशेष 
अनुक्रमों के क्रमागत प्राकृत संख्याओं का योग, # प्राकृत संख्याआं के वर्गों का योग तथा # प्राकृत 
संख्याओं के घनों के योग का भी अध्ययन करेंगे। 


9.2 अनुक्रम (Sequence) 


आइए हम निम्नलिखित उदाहरणों पर विचार करें: 
माना कि पीढ़ियों का अंतर 30 वर्ष है और व्यक्ति के 300 वर्षों में पूर्वजों अर्थात्‌ माता-पिता 
दादा-दादी, परदादा-परदादी आदि को संख्या ज्ञात कीजिए। 


वीडियो . 300 
यहाँ पीढियों को कुल संख्या = ao 
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प्रथम, द्वितीय, तृतीय, ... दसवीं पीढी के लिए व्यक्ति के पूर्वजों को संख्या क्रमशः 2, 4, 8, ।6, 32, 
.... ।024 है। ये संख्याएँ एक अनुक्रम का निर्माण करती हें, ऐसा हम कहते हैं। 

0 को 3 से भाग देते समय विभिन्न चरणों के बाद प्राप्त क्रमिक भागफलों पर विचार कोजिए। 
इस प्रक्रिया में हम क्रमशः 3,3.3,3.33,3.333... आदि पाते हैं ये भागफल भी एक अनुक्रम का निर्माण 
करते हैं। एक अनुक्रम में जो संख्याएँ आती हैं उन्हें हम उसका पद कहते हैं। अनुक्रम के पदों को 
हम ८, ८, ०, ..., 4,, ..., आदि द्वारा निरूपित करते हैं। प्रत्येक पद के साथ लगी संख्या जिसे पदांक 
कहते हैं, उसका स्थान बताती है। अनुक्रम का #वाँ पद्‌ #वें स्थान को निरूपित करता है और इसे ८, 
द्वारा निरूपित करते हैं, इसे अनुक्रम का व्यापक पद भी कहते हैं। 
इस प्रकार, व्यक्ति के पूर्वजों (पुर्वजों) के अनुक्रम के पदों को निम्न प्रकार से निरूपित करते हैं: 

a =2,a,= 4, a, = 8, ..., a, = I024. 
इसी प्रकार क्रमिक भागफलों वाले उदाहरण में : 
2.35 539), 03033, आदि] 

वे अनुक्रम, जिनमें पदों की संख्या सीमित होती हैं, उसे "परिमित अनुक्रम ' कहते हैं। उदाहरणतः 
पूर्वजों का अनुक्रम परिमित अनुक्रम है, क्योंकि उसमें ।0 पद हैं (सीमित संख्या)। 

एक अनुक्रम, '' अपरिमित अनुक्रम कहा जाता है, जिसमें पदों की संख्या सीमित नहीं होती है।'' 
उदाहरणतः पूर्वोक्त क्रमागत भागफलों का अनुक्रम एक “अपरिमित अनुक्रम' है। अपरिमित कहने का 
अर्थ है, जो कभी समाप्त नहीं होता। 

प्रायः यह संभव है कि अनुक्रम के विभिन्न पदों को व्यक्त करने के नियम को एक बीज गणितीय 
सूत्र द्वारा व्यक्त किया जा सकता है। उदाहरणार्थ, प्राकृत सम संख्याओं के अनुक्रम 2, 4, 6, ... पर 
विचार कोजिए। 
यहाँ c.=L€2x) ०,-4-22< 

a,=6=2x3 a,=$=2x4 


4,,=46 = 2 % 23 4,, = 48 = 2 = 2 % 24, और इसी प्रकार अन्य। 
वस्तुतः, हम देखते हैं कि अनुक्रम का #वाँ पद ८,= 27, लिखा जा सकता हैं, जबकि # 

एक प्राकृत संख्या है। इसी प्रकार, विषम प्राकृत संख्याओं के अनुक्रम ।,3,5,7,...,में #वें पद के सूत्र 
को ८,= 27 - |, के रूप में निरूपित किया जा सकता है, जबकि 7 एक प्राकृत संख्या है। 
व्यवस्थित संख्याओं ।, ], 2, 3, 5, 8,.. का कोई स्पष्ट पेटर्न नहीं है, कितु अनुक्रम की रचना पुनरावृत्ति 
संबंध द्वारा व्यक्त की जा सकती हैं। उदाहरणतः 

a =a,=l 

ds — A, न ७, 

A i v2 


n ४-2 ॥#- 7 


इस अनुक्रम को F००८ अनुक्रम कहते हैं। 
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अभाज्य संख्याओं के अनुक्रम 2,3,5,7... में #वीं अभाज्य संख्या का कोई सूत्र नहीं हैं। ऐसे वर्णित 
अनुक्रम को केवल मौखिक निरूपित किया जा सकता हैं। 

प्रत्येक अनुक्रम में यह अपेक्षा नहीं की जानी चाहिए कि उसके लिए विशेष सूत्र होगा। कितु फिर 
भी ऐसे अनुक्रम के निर्माण के लिए कोई न कोई सैद्धांतिक योजना अथवा नियम की आशा तो की 
जा सकती है, जो पदों ८,, ८, 4,,...,०,,... का क्रमागत रूप दे सके। 

उपर्युक्त तथ्यों के आधार पर, एक अनुक्रम को हम एक फलन के रूप में ले सकते हैं जिसका 
प्रांत प्राकृत संख्याओं का समुच्चय हो अथवा उसका उपसमुच्चय हो। कभी-कभी हम फलन के संकेत 
८, के लिए ८(॥) का उपयोग करते हैं। 
9.3 श्रेणी (Series) 
माना कि यदि ८,, ८, ८,...,८, अनुक्रम है, तो व्यंजक ८, + ८,+८, +,...+ ८, संबंधित अनुक्रम से 


बनी श्रेणी कहलाती हैं। श्रेणी परिमित अथवा अपरिमित होगी, यदि अनुक्रम क्रमशः परिमित अथवा 
अपरिमित है। श्रेणी को संधि रीति में प्रदर्शित करते हैं, जिसे सिग्मा संकेत कहते हैं। इसके लिए ग्रीक 


अक्षर संकेत 5. (सिग्मा) का उपयोग करते हैं, जिसका अर्थ होता हैं जोड़ना। इस प्रकार, श्रेणी 


4,+4,+4,+... +4, का संक्षिप्त रूप, ) ८, है। 
k= | 


टिप्पणी श्रेणी का उपयोग, योग के लिए नहीं, बल्कि निरूपित योग के लिए किया जाता है। 
उदाहरणतः ।+3+5 +7 चार पदों वाली एक परिमित श्रेणी है। जब हम ' श्रेणी का योग' मुहावरे का 
उपयोग करते हें, तब उसका तात्पर्य उस संख्या से हे जो पदों के जोड़ने से परिणित होती है। अतः 
श्रेणी का योग ]6 है। 

अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं। 


उदाहरण । दी गई परिभाषाओं के आधार पर निम्नलिखित प्रत्येक अनुक्रम के प्रथम तीन पद बताइए : 
n—3 
4 





(6) a,=2n+5S (I) a, = 


हल () यहाँ 6 = 20 + 5, 
„० = ], 2, 3, रखने पर, हम पाते हैं : 
a =2(l)+5=7,4a,=9,4,= Il 
इसलिए, वांछित पद 7, 9 तथा ]। हैं। 
n—3 
4 





(0) यहाँ ८,= 
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a EE a य a;=0 
इस प्रकार ५ 4 2! “2 43 


अतः प्रथम तीन पद _ | ! तथा 0हैं। 


DE 
उदाहरण 2 ८, ८ (४ - ) (2-४) (3 +7) द्वारा परिभाषित अनुक्रम का 20वाँ पद क्या हैं? 


हल हम # 5 20 रखने पर, पाते हैं 
a, = (20-]) (2- 20) G3 +20) 
= ]9 % (- 8) % (23) 
= 7866. 


उदाहरण 3 माना कि अनुक्रम ८, निम्नलिखित रूप में परिभाषित है : 
a= 
a, =a, +2forn >2. 

तो अनुक्रम के पाँच पद ज्ञात कीजिए तथा संगत श्रेणी लिखिए। 

हल हम पाते हैं : 
a=l,a=a+2=l+2=3,da=a,+2=3+2=5, 
6, >ध, +253+257, 4. ८ ध, + 25 /+2+-9. 

अतः अनुक्रम के प्रथम पाँच पद ।,3,5,7 तथा 9 हें। 

संगत श्रेणी [+3+5+7+9+... है। 


| प्रश्नावली 9. | 


प्रश्न से 6 तक के अनुक्रमों में प्रत्येक के प्रथम पाँच पद लिखिये, जिनका #वाँ पद दिया गया है : 


I 











Il. a=n(n+2) 2. a= लका 3. धन 27 
के 278 - 3 ३ Cy ge € Rd +5 
. # न « lS «ह | 
nl 6 n nl 4 


निम्नलिखित प्रश्न 7 से 0 तक के अनुक्रमों में प्रत्येक का वांछित पद ज्ञात कीजिए, जिनका #वाँ पर 
दिया गया है : 
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2 
) 


5. a= cn 
n(n—2) 
a,=——__—_——-;a 


१20) . 


ह a, = 47 - 3; ३. 


[7S ds, 


9, Ch ० I0. 4, 3 
i n+ 


प्रश्‍न ।। से ।3 तक प्रत्येक अनुक्रम के पाँच पद लिखिए तथा संगत श्रेणी ज्ञात कीजिए : 
]. 6/53, 4 534, , +2 सभी > । के लिए 





l 


Ay, w 
I2. a=-l,a,= जहा ॥ > 2 


3. a=a,=>2a,= a,_-—l, जहाँ ॥ > 2 
4. Fib0n८। अनुक्रम निम्नलिखित रूप में परिभाषित है : 
=, 5०, पैथा 6 = 4, | + 4, ,, n.>2 तो 


I=2.? 
A+] 


(0) 


I 





ज्ञात कीजिए, जबकि ॥ = ।, 2, 3, 4, 5 


9.4 समांतर श्रेणी [Arithmetic Progression (A.P.)] 
पूर्व में अध्ययन किए कुछ सूत्रों तथा गुणों का पुनः स्मरण करते हैं। 
एक अनुक्रम ८,, ८, 4,,....०,... को समांतर अनुक्रम या समांतर श्रेणी कहते हैं, यदि 
a=a,+ d,nEeN 
८, को प्रथम पद कहते हें तथा अचर पद्‌ 4 को समांतर श्रेणी का सार्व अंतर कहते हैं। 
मान लीजिए एक समांतर श्रेणी (प्रमाणित रूप में) पर विचार करें, जिसका प्रथम पद , तथा सार्व 
अंतर 4 है, अर्थात्‌ ०, ० +4, ८+ 24, ... 
समांतर श्रेणी का #वाँ पद (व्यापक पद) a =a+(n- Dd है। 
हम समांतर श्रेणी को सामान्य विशेषताओं का परीक्षण कर सकते हैं: 
(0) यदि समांतर श्रेणी के प्रत्येक पद में एक अचर जोड़ा जाए, तो इस प्रकार प्राप्त अनुक्रम भी समांतर 
श्रेणी होता है। 
(9) यदि किसी समांतर श्रेणी के प्रत्येक पद में से एक अचर घटाया जाए तो, इस प्रकार प्राप्त अनुक्रम 
भी समांतर श्रेणी होता है। 
() यदि किसी समांतर श्रेणी के प्रत्येक पद में एक अचर से गुणा किया जाए तो, इस प्रकार प्राप्त 
अनुक्रम भी समांतर श्रेणी होता है। 
(४) यदि किसी समांतर श्रेणी के प्रत्येक पद को एक अशून्य अचर से भाग दिया जाए तो इस प्रकार 
प्राप्त अनुक्रम भी एक समांतर श्रेणी होगा। 
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यहाँ इसके बाद, हम समांतर श्रेणी के लिए निम्नलिखित संकेतों का उपयोग करेंगे : 
० = प्रथम पद्‌, 7 = अंतिम पद, 4 = सार्व अंतर 
४ = पदों की संख्या, $ - समांतर श्रेणी के 7 पदों का योगफल 
माना ८, ८ + 4, ८ + 24, ..., ८ + (७४- ]) 4 एक समांतर श्रेणी है, तो 
l =a+(n-—-Td 
nl 
S, = [la+(n—l)d] 
हम इस प्रकार भी लिख सकते हैं : 
4) 
S —=—|la+l 
, 52 [०+7] 
आइए कुछ उदाहरण लेते हैं। 


उदाहरण 4 यदि किसी समांतर श्रेणी का #वाँ पद # तथा #वाँ पद ऋ, जहाँ # ##, हो तो /वाँ पद 
ज्ञात कोजिए। 


हल हम पाते हैं : 
a =a+(m-—Dd=n, .« () 
तथा a,=a+(n-Dd=m, (2) 
(।) और (2) को हल करने पर, हम पाते हैं: 
(m—n)d=n-m,याd=-], 2.) 
तथा a=n+m-] ... (4) 
इसलिए, a=a+(p-l)d 


=n+m-lI+(p—-DCD=n+m-p 
अतः, # वाँ पद्‌ ॥ + # - D. है। 
उदाहरण 5 यदि किसी समांतर श्रेणी के # पदों का योग #?+-> n(7 -])Q, है, जहाँ 7 तथा 0 अचर 
हो तो सार्व अंतर ज्ञात कोजिए। र 
इल माना कि ८,५८, ..., ८, दी गई समांतर श्रेणी हे, तो 
७, + 4, + 6, + 6, +...+ 6,_| 7 4, =np+ 7 n(n — IQ 


इसलिए S=a=PS,=a+a,=2P+Q 
इसलिए a,=S,-S,=P+Q 
अतः सार्व अंतर है : 


ध क् 4, - a, = (P+OQ)-P=Q 
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उदाहरण 6 दो समांतर श्रेढ़ियों के # पदों के योगफल का अनुपात (3 + 8) : (77 + ]5) है। 


।2 वें पद का अनुपात ज्ञात कोजिए। 
हल माना कि ७,, ०,, तथा 4,4, क्रमशः प्रथम एवं द्वितीय समांतर श्रेढ़ियों के प्रथम पद तथा सार्व 


अंतर हैं, तो दी हुई शर्त के अनुसार, हम पाते हैं : 


प्रथम समांतर श्रेढ़ी के # पदों का योग 37+8 
द्वितीय समांतर श्रेढ़ी के # पदों का योग 7n+I5 





n 
[2a,+(n—Dd, | _ 3#+ह 


ः JIn+]5 





र [2a, +(n—D)d, | 


2a, +(n—Dd, _ 3n+8 
2a, +(n-Dd, Tn+lS ib 





या 


प्रथम समांतर श्रेढ़ी का [2वाँ पद ८,+।।4, 


ह द्वितीय समांतर श्रेढी का ।2वाँ पद a+llg, 


2a, +224, _3%23+8 


2a, +224, 7x23+I5 [(]) में # = 23 रखने पर] 


a+lld, 7 
हि a, +lld, I6 
अतः वांछित अनुपात 7 : ।6 है। 


उदाहरण 7 एक व्यक्ति को प्रथम वर्ष में आय 3,00,000 रुपये है तथा उसकी आय 0,000 रुपये 
प्रति वर्ष, उन्नीस वर्षों तक बढ़ती है, तो उसके द्वारा 20 वर्षों में प्राप्त आय ज्ञात कीजिए। 


हल यहाँ, हम पाते हैं, समांतर श्रेणी जिसका 
4 = 3,00.000, 4 = 0,000, तथा ॥ = 20 
योग सूत्र का उपयोग करने पर, हम पातें हैं, 


20 
S20) = हक [600000 + I9 x I0000] = I0 (790000) = 79,00,000 


वह व्यक्ति 20 वर्ष के अंत में 79,00,000 रुपये प्राप्त करता है। 


9.4.] सेमातर माध्य (Arithmetic me०॥) दिया है दो संख्याएँ ८ तथा ७. हम इन संख्याओं के बीच 
में एक संख्या 4 ले सकते हें ताकि ८, ७, समांतर श्रेणी में हों, तो संख्या 4 को ८ और ४ का समांतर 
माध्य (^.M.) कहते हैं। 
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a+b 
Aa = - ^ अर्थात्‌ 4 = जा 


ता , a+b में 
दो संख्याओं 4 तथा के मध्य समांतर माध्य को इनके औसत जल के रूप में व्याख्यित किया 


जा सकता हे। 

उदाहरण के लिए, दो संख्याओं 4 तथा ।6 का समांतर माध्य 0 है। इस तरह हम एक संख्या 
]0 को 4 तथा 6 के मध्य रखकर एक समांतर श्रेणी 4, ।0, ।6 की रचना करते हैं। अब एक स्वाभाविक 
प्रश्न उठता हैं। क्या दिए गए किन्हीं दो संख्याओं के बीच दो या अधिक संख्याओं को रखने से समांतर 
श्रेणी (७.7) तैयार हो सकेगी? अवलोकन कीजिए कि संख्याओं 4 तथा 6 के बीच 8 और ।2 रखा 
जाए तो 4, 8, ।2, 6 समांतर श्रेणी (^.P) हो जाती है। 

सामान्यतः किन्हीं दो संख्याओं ८ तथा के बीच कितनी भी संख्याओं को रखकर समांतर श्रेणी 
A.P. में परिणित किया जा सकता है। 
माना कि 4,,4,, ^, ...4, ८ तथा ७ के मध्य 7 संख्याएँ इस प्रकार हैं, कि ०, ,, ^, 4,, 
...^,, ७ समांतर श्रेणी में है। 
यहाँ 9, (7+ 2) वाँ पद हैं, अर्थात्‌ 

b=a+I[m+2)-lld 
=a+(n+!I)d 

8-4 
n+]: 
इस प्रकार, ८ तथा के मध्य # संख्याएँ निम्नलिखित हैं: 





इससे पाते हैं 4 = 











b—a 
A, =a+d=a+ n+]l 
2(b—a) 
A,=a+2d=a+ त्का 
3(b—a) 
A,=a+3d=aन+ हम 
n(b—a) 
A =a+nd=a+ ल्ल 
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उदाहरण 8 ऐसी 6 संख्याएँ ज्ञात कीजिए जिनको 3 और 24 के बीच रखने पर प्राप्त अनुक्रम एक 
समांतर श्रेणी बन जाए। 


इल माना कि ^, ,, 4,, 4,, ^. तथा 4,,3 तथा 24 के मध्य 6 संख्याएँ हैं, 
इसलिए 3,A,A,A, A, A, A,24 समांतर श्रेणी में हैं 


यहाँ 


sO 2h. 


इसलिए 24 = 3 + (8 -) 4, इससे प्राप्त होता है 0 = 3. 
इस प्रकार 4 =०+4=3३+3 = 6; A,=a+2d=3+2%x3=9; 


तॐ, 


I0. 


A,=a+3d=3+3%3=2; A, =a+4d=3+4%3=]5; 
8. 5 ध+54<८3+5 23 - 8; A.=a+6d=3+6x3=2]. 
संख्याएँ 3 तथा 24 के मध्य 6 संख्याएँ 6, 9, ।2, 5, ।8 तथा 2 हैं। 


| प्रश्नावली 9.2 | 


। से 200 तक के विषम पूर्णांकों का योग ज्ञात कोजिए। 

00 तथा 000 के मध्य उन सभी प्राकृत संख्याओं का योगफल ज्ञात कीजिए जो 5 के 
गुणज हों। 

किसी समांतर श्रेणी में प्रथम पद 2 है तथा प्रथम पाँच पदों का योगफल, अगले पाँच पदों के 
योगफल का एक चौथाई है। दर्शाइए कि 20वाँ पद -]2 है। 


समांतर श्रेणी -6, - ll 5, ... के कितने पदों का योगफल -25 हे? 
2 


किसी समांतर श्रेणी का एवाँ पद ! तथा 4वाँ पद । , हो तो सिद्ध कीजिए कि प्रथम 7 पदों 
4 D 

का योग - (५ +]) होगा जहाँ ## 4. 

यदि किसी समांतर श्रेणी 25, 22, ।9, ... के कुछ पदों का योगफल ।।6 है तो अंतिम पद ज्ञात 

कोजिए। 

उस समांतर श्रेणी के # पदों का योगफल ज्ञात कीजिए, जिसका /वाँ पद 5 # + | है। 

यदि किसी समांतर श्रेणी के # पदों का योगफल (7 +?) है, जहाँ तथा 4 अचर हों तो 

सार्वं अंतर ज्ञात कोजिए। 

दो समांतर श्रेढ़ियों के # पदों के योगफल का अनुपात 5 +4: 9 +6. हो, तो उनके ]8 वें 

पदों का अनुपात ज्ञात कोजिए। 

यदि किसी समांतर श्रेणी के प्रथम # पदों का योग, प्रथम ८ पदों के योगफल के बराबर हो तो 

प्रथम (7 +) पदों का योगफल ज्ञात कीजिए। 
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. यदि किसी समांतर श्रेणी के प्रथम 7, ५, # पदों का योगफल क्रमशः ८, ए तथा ८ हो तो सिद्ध 


b 
कीजिए कि (4-7) -(r-p)+-(p-a)=0 
D d F 


2. किसी समांतर श्रेणी के # तथा 7 पदों के योगफलों का अनुपात #?: #? है तो दर्शाइए कि 
आ वें तथा #वें पदों का अनुपात (27-]) : (27-]) है। 
3. यदि किसी समांतर श्रेणी के #वें पद का योगफल 37? +57 हैं तथा इसका वाँ पद ]64 है, 
तो का मान ज्ञात कोजिए। 
4. 5 और 26 के बीच ऐसी 5 संख्याएँ डालिए ताकि प्राप्त अनुक्रम समांतर श्रेणी बन जाए। 
a +b 


I5. य॒दि क आकल्प ह. 
a +b 


6.  संख्याओं को | तथा 3] के रखने पर प्राप्त अनुक्रम एक समांतर श्रेणी है और 7वीं एवं 
( -]) वीं संख्याओं का अनुपात 5 : 9 है। तो # का मान ज्ञात कीजिए। 

7. एक व्यक्ति ऋण का भुगतान ।00 रुपये की प्रथम किश्त से शुरू करता है। यदि वह प्रत्येक 
किश्त में 5 रुपये प्रति माह बढता है तो 30 वीं किश्त की राशि कया होगी? 

8. एक बहुभुज के दो क्रमिक अंतःकोणों का अंतर 5° है। यदि सबसे छोटा कोण ]20१ हो, तो 
बहुभुज को भुजाओं को संख्या ज्ञात कोजिए। 


८ तथा 9 के मध्य समांतर माध्य हो तो # का मान ज्ञात कीजिए। 


9.5 गुणोत्तर श्रेणी [Geometric Progression (G.P.)] 
आइए निम्नलिखित अनुक्रमों पर विचार करें : 


6) 2.4,8,]6... 
... l-l VU) 
0 9778243” 


(iii) .0,0007,.000007.... 
इनमे से प्रत्येक अनुक्रम के पद किस प्रकार बढ़ते हैं? 
उपर्युक्त प्रत्येक अनुक्रम में हम पाते हैं कि प्रथम पद को छोड़, सभी पद एक विशेष क्रम में 
बढ़ते हैं। 
() में हम पाते हैं : 
22-2, =2, १ =2 और इस प्रकार 
A 62 65 
(0) में हम पाते हैं : 
la, _- 45 -l a _-l 
a7 g i 5 इत्यादि। 
इसी प्रकार (7) में पद कैसे अग्रसर होते हैं बताइए? निरीक्षण से यह ज्ञात हो जाता है कि प्रत्येक स्थिति 
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में, प्रथम पद को छोड़, हर अगला पद अपने पिछले पद से अचर अनुपात में बढ़ता है। (6) में यह अचर 


अनुपात 2 है, () में यह - 2 है (प) में यह अचर अनुपात 0.0! है। ऐसे अनुक्रमों को गुणोत्तर अनुक्रम 


या गुणोत्तर श्रेणी या संक्षेप में 6.९. कहते हैं। 
अनुक्रम ८,, ८,, 4,, ..., 4,, ... को गुणोत्तर श्रेणी कहा जाता है, यदि प्रत्येक पद अशून्य हो तथा 


i, (अचर), £>] के लिए। 

d 
a, = ८, लिखने पर हम गुणोत्तर श्रेणी पाते हैं : ०, ०7, ८/?, ०/१, +...., जहाँ ८ को प्रथम पद कहते 
हैं तथा + को गुणोत्तर श्रेणी का सार्व अनुपात कहते हैं। 6), (8) तथा (7) में दी गई गुणोत्तर श्रेढियों 


का सार्व अनुपात क्रमशः 2, _ तथा 0.0। है। 


जैसा कि समांतर श्रेणी के संदर्भ में, बैसे ही पद गुणोत्तर श्रेणी का #वाँ खोजने की समस्या या गुणोत्तर 
श्रेणी के # पदों का योग जिसमें बहुत संख्याओं का समावेश हो तो इन्हें बिना सूत्र के हल करना कठिन 
है। इन सूत्रों को हम अगले अनुच्छेद में विकसित करेंगे: 
हम इन सूत्रों के साथ निम्नलिखित संकेत का उपयोग करेंगे। 
4 = प्रथम पद, 7 = सार्व अनुपात, 7 = अंतिम पद, 
॥„ = पदों की संख्या, $, = प्रथम # पदों का योगफल 


9,5.] गुणोत्तर श्रेणी का व्यापक पदे (General térm ८०० 6.72) आइए एक गुणोत्तर श्रेणी G.P. 
जिसका प्रथम अशून्य पद “०” तथा सार्व अनुपात 7 है, पर विचार करें। इसके कुछ पदों को लिखिए। 
दूसरा पद, प्रथम पद ८ को सार्व अनुपात #से गुणा करने पर प्राप्त होता है, अर्थात्‌ 4, = ८/, इसी प्रकार 
तीसरा पद ८, को 7 से गुणा करने पर प्राप्त होता है अर्थात्‌ ८, = ८,” = ८/२, आदि। हम इन्हें तथा कुछ 
और पद नीचे लिखते हैं : 

प्रथम पद = ०, = ० = 47०, द्वितीय पद्‌ = 6, = ०7 = ८777, तृतीय पद्‌ = ६, = ७7? = दा 
चतुर्थं पद्‌ = a,=ar=ar, पाँचवाँ पद = a,= ar = ar 

क्या आप कोई पैटर्न देखते हैं? ।6वाँ पद क्या होगा? 
a, — aril — ar! 

इसलिए यह प्रतिरूप बताता है कि गुणोत्तर श्रेणी का # वाँ पद ८, = 7”. 

अर्थात्‌ गुणोत्तर श्रेणी इस रूप में लिखी जा सकती हें : ८ SAGO, Olds हें।*.... 
८7”... क्रमशः जब श्रेणी परिमित हो या जब श्रेणी अपरिमित हो। 

श्रेणी ८ +7 +7? + ... + ०7"! अथवा ८ + ८7 + 47? + ... + ८7" +... क्रमशः परिमित या 


अपरिमित गुणोत्तर श्रेणी कहलाते हैं। 
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9.5.2. गुणोत्तर श्रेणी के # पदों का योगफल (Sum to # terms ofa G.P.) 
माना कि गुणोत्तर श्रेणी का प्रथम पद ८ तथा सार्व अनुपात 7 हैं। माना गुणोत्तर श्रेणी के # पदों का 
योगफल $ से लिखते हैं। तब 


Sd hdr Fat har |) 


स्थिति । यदि 7= ], तो हम पाते हैं 


RT ...+ 4 (# पदों तक) = #6 


स्थिति 2 यदि 7 # ।, तो () को # से गुणा करने पर हम पाते हैं 
mS rtd के की bo. थी कि ही 
(2) को (]) में से घटाने पर हम पाते हैं 
(I-r)S,=a-ar=a(l-r) 
इससे हम पाते हैं : 
alr") a(r’ —-D 
Ir या >, = r—]l 
उदाहरण 9 गुणोत्तर श्रेणी 5, 25,25... का ।0बाँ तथा #वाँ पद ज्ञात कीजिए? 





Sn = 


हल यहाँ ८ 5 5 तथा # ८ 5 
अर्थात्‌ ०, + %54)  र- आह)? - 5 
तथा a, =ar= SG) 5 37 


उदाहरण ॥0 गुणोत्तर श्रेणी 2,8,32, ... का कौन-सा पद ]3।072 है? 


हल माना कि ।3072 गुणोत्तर श्रेणी का #वाँ पद है। 
यहाँ 4 = 2 तथा 7 = 4 इसलिए 
3072= 4, = 2(4)"! या 65536 = 4" 

जिससे हम पाते हैं 45 = 4"! 
इसलिए 8- = 8, अतः , = 9, अर्थात्‌ 3072 गुणोत्तर श्रेणी का 9वाँ पद है। 
उदाहरण ।।एक गुणोत्तर श्रेणी में तीसरा पद 24 तथा 6वाँ पद ।92 है, तो ।0वाँ पद ज्ञात कीजिए। 
हल यहाँ a = ar? 24 .(D 
तथा छ? ऽका 92 -=- (2) 

(2) को (]) से भाग देने पर, हम पाते हैं #-2 

(]) में = 2 रखने पर, हम पाते हैं ८ = 6 
अतः ८, = 6 (2)? = 3072. 
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2 4 पदों पदों 
उदाहरण ।2 गुणोत्तर श्रेणी |+ इ के प्रथम # पदों का योग तथा प्रथम 5 पदों का योगफल 
ज्ञात कोजिए। 


ही है 
हल यहाँ ८=।, तथा # = 3 ` इसलिए 


F _ s 3 
l= F I 2 
3 


nl 


5 
3 a 2I] वा 
विशेषतः 9. = fg | - 32% =I 


243 8] 

33 ड 3069 
उदाहरण ॥3 गुणोत्तर श्रेणी 3, 5 के कितने पद आवश्यक हैं ताकि उनका योगफल ता 
हो जाए? 

पदों जाई J उ _ 3069 
हल माना कि # आवश्यक पदों की संख्या हैं। दिया हे ८ = 3, # = ठ तथा S, = बना 

क्योंकि ५ _all-r) 
है Ir 
3069 C2) 
2 
3069 4 
हा 302. 27 
_ _|_3069 
हे 97. 3072 
।_ >3 _ 
हा 2" 3072 I024 
या 2" = ]024 = 27"! या ॥ = ]0 
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पदों I3 
उदाहरण ।4 एक गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम तीन पदों का योगफल न है तथा उनका गुणानफल | 


है, तो सार्व अनुपात तथा पदों को ज्ञात कीजिए? 


हल माना र ,4,47 गुणोत्तर श्रेणी के तीन पद हैं तो 


id +a+ar= र | 
, 2 |, 


तथा |£ |()(7) = _ | ® 
Yr 


(2) से हम पाते हैं ० = -] अर्थात्‌ ८ = -- (केवल वास्तविक मूल पर विचार करने से) 
(]) में ८ = -। रखने पर हम पाते है 


] I3 
———-l-r= 7 या ]27 +257+]2=0. 


F 


मे हैं 3 4 
यह # में द्विघात समीकरण है, जिसे हल करने पर हम पाते हैं ; "= = 7 सा 
अतः गुणोत्तर श्रेणी के तीन पद हैं 

4 3 —3 3 4 —4 

~ न sl = लिए था ¬, —-le क लिए 

gO के लिए त हि 3 के लिए 


उदाहरणा ।5 अनुक्रम7, 77, 777, 7777,... के #पदों का योग ज्ञात कोजिए। 
हल इस रूप में यह गुणोत्तर श्रेणी नहीं हैं। तथापि इसे निम्नलिखित रूप में लिखकर गुणोत्तर श्रेणी 
से संबंध निरूपित किया जा सकता है: 

S,= 7+77+ 777 + 7777 + ... 00 # पदों तक 


- 5 [9+99+999+9999+ ...६0 # पदों तक] 


5 [(I0-—D+(0°—D+(0’-I)+(0* —])+...# पदों तक] 
= दर [(0+0°+0° +...॥ पदों तक)-(।+।+]+...7 पदों तक)] 


7|I000 -D | _7000-D 
 9| J]0-I 9 9 ' 
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उदाहरणा 6 एक व्यक्ति को दसवीं पीढी तक पूर्वजों को संख्या कितनी होगी, जबकि उसके 
2 माता-पिता, 4 दादा-दादी, 8 पर दादा, पर दादी तथा आदि हैं। 


हल यहाँ... 4८2, #52 तथा # 5 ]0, 

g =a -D 
योगफल का सूत्र उपयोग करने पर 3 या 
हम पाते हैं $, = 2(2!° - ]) = 2046 

अतः व्यक्ति के पूर्वजों की संख्या 2046 है। 


9.5.3 गुणोत्तर माध्य [Geometric Mean G.M.)] दो धनात्मक संख्याओं ८ तथा ४ का गुणोत्तर 


माध्य संख्या (८७ है। इसलिए 2 तथा 8 का गुणोत्तर माध्य 4 है। हम देखते हैं कि तीन संख्याओं 
2,4, 8 गुणोत्तर श्रेणी के क्रमागत पद हैं। यह दो संख्याओं के गुणोत्तर माध्य की धारणा के व्यापकीकरण 
को ओर अग्रसर करता है। 

यदि दो धनात्मक संख्याएँ ८ तथा दी गई हो तो उनके बीच इच्छित संख्याएँ रखी जा सकती 
हैं ताकि प्राप्त अनुक्रम एक गुणोत्तर श्रेणी बन जाए। 

मान लीजिए ८ तथा के बीच 7 संख्याएँ 6,, 6, 6, ,...,0,, इस प्रकार हैं कि 
4,0,,0,,0.,...,0,,£ गुणोत्तर श्रेणी है। इस प्रकार % गुणोत्तर श्रेणी का ( + 2) वाँ पद है। 
हम पाते हैं: 


| 


b उ पी ५ या हज (=) 


dA 


I 2 3 


b \nsl ल b हक ल्ला 
अतः G, =ar=a|- > , 2 =ar" नगर G, =ar? =| i 
A A 9 3 ad > 


nt 


b n+l 
G es nm __ 
nar =| 


Ad 


उदाहरण ।7 ऐसी 3 संख्याएँ ज्ञात कीजिए जिनको । तथा 256 के बीच रखने पर प्राप्त अनुक्रम एक 
गुणोत्तर श्रेणी बन जाए। 
इल माना कि 6,, 0,,0, तीन गुणोत्तर माध्य । तथा 256 के बीच में है। 

।, 0,,0,,0, ,256 गुणोत्तर श्रेणी में हैं। 
इसलिए 256 = // जिससे 7 = + 4 (केवल वास्तविक मूल लेने पर) „= 4 के लिए हम 
पाते हैं G,=ar=4,G,=ar = I6,G, = ar’ = 64 
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इसी प्रकार #--4, के लिए संख्याएँ 4,।6 तथा - 64 हैं। 
अतः । तथा 256 के बीच तीन संख्याएँ 4, ।6, 64 हैं। 


9.6 समांतर माध्य तथा गुणोत्तर माध्य के बीच संबंध (Relationship between A.M. 
and GM.) 


माना कि «तथा 6 दी गई दो धनात्मक वास्तविक संख्याओं ८ तथा के बीच क्रमशः समांतर माध्य 
(A.M.) तथा गुणोत्तर माध्य (A.M.) हैं। तो 


a+b 
A= उठा तथा 6८ Jab 


इस प्रकार 


४०-४०) 
A -G=- Na _ ह कर _ Se ..(D 


(]) से हम ^> 0 संबंध पाते हैं। 


उदाहरण ।8 यदि दो धनात्मक संख्याओं ८ तथा के बीच समांतर माध्य तथा गुणोत्तर माध्य क्रमशः 
।0 तथा 8 हैं, तो संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 





हल दिया है A.M.= - =]0 ..() 
तथा GM.=ab =8 .. (2) 
(।) तथा (2) से हम पाते हैं 
a+b=20 ... (3) 
ab 5 64 ... (4) 


(3), (4) से ८ तथा # का मान सर्वसमिका (८ - ४)? = (८ + )?- 46४ में रखने पर हम पाते हैं 
(६- b)? = 400 - 256 = ]44 या ८-७= + 2 

(3) तथा (5) को हल करने पर, हम पाते हें 
०=4,७=।6या०=।6,७=4 

अतः संख्याएँ ८ तथा % क्रमशः 4, ।6 या ।6,4 हैं। 


| प्रश्नावली 9.3 | 


5 मत थे 
पु का 20वाँ तथा #रवाँ पद ज्ञात कीजिए। 





~ |ँी 
>l™ँ 


।. गुणोत्तर श्रेणी 


9 


2. उस गुणोत्तर श्रेणी का ]2वाँ पद ज्ञात कीजिए, जिसका 8वाँ पद ।92 तथा सार्व अनुपात 2 है। 


3] 
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6. 


गणित 


किसी गुणोत्तर श्रेणी का 5वाँ, 8वाँ तथा ।]वाँ पद क्रमशः #, 4 तथा 5 हैं तो दिखाइए 
कि ५? = ps. 

किसी गुणोत्तर श्रेणी का चौथा पद उसके दूसरे पद का वर्ग है तथा प्रथम पद -3 है तो 7वाँ पद 
ज्ञात कोजिए। 

अनुक्रम का कौन सा पदः 


(a) 2, 2.9 ,4, ...; 28 है? 
(0) 3,33.3, ... ; 729 है? 


II | 
(©) 39° 27" ]9683 ९: 


७ 2 -/ में हैं 
४ के किस मान के लिए संख्याएं - कल गुणोत्तर श्रेणी में हें? 


प्रश्‍न 7 से ]0 तक प्रत्येक गुणोत्तर श्रेणी का योगफल निर्दिष्ट पदों तक ज्ञात कोजिए। 


Fi 
8. 


9. 
I0. 


I. 


2. 


I3. 
4. 


| 
6. 


I7. 


I8. 


0.5, 0.05, 0.005, ... 20 पदों तक 

2 RD RS, NTN पदों तक 
,-4,?,- ८), ... # पदों तक (यदि ८ ऋ -]) 
४, ४5, %, ... # पदों तक (यदि + # +]) 


]]l 
मान ज्ञात कीजिए ` (2+3/) 
k=] 


पदों 39 हैं 
एक गुणोत्तर श्रेणी के तीन पदों का योगफल ग हैं तथा उनका गुणनफल । है। सार्व अनुपात 


तथा पदों को ज्ञात कीजिए। 

गुणोत्तर श्रेणी 3, 32, 33, ... के कितने पद आवश्यक हैं ताकि उनका योगफल ।20 हो जाए। 
किसी गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम तीन पदों का योगफल ]6 है तथा अगले तीन पदों का योग ]28 
है तो गुणोत्तर श्रेणी का प्रथम पद, सार्व अनुपात तथा # पदों का योगफल ज्ञात कीजिए। 

एक गुणोत्तर श्रेणी का प्रथम पद ८८729 तथा 7वाँ पद्‌ 64 है तो 5, ज्ञात कीजिए? 

एक गुणोत्तर श्रेणी को ज्ञात कीजिए, जिसके प्रथम दो पदों का योगफल -4 है तथा 5वाँ पद 
तृतीय पद्‌ का 4 गुना है। 

यदि किसी गुणोत्तर श्रेणी का 4 वाँ, ]0वाँ तथा ।6वाँ पद क्रमशः % » तथा ट हैं, तो सिद्ध 
कीजिए कि +, y, ट्‌ गुणोत्तर श्रेणी में हें | 

अनुक्रम 8, 88, 888, 8888... के # पदों का योग ज्ञात कीजिए। 
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I9. 


20. 


2]. 


22. 


23. 


24. 


2S 


26. 


2 


28. 


29. 


30. 


 # 
32. 
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॥ भत धी 
अनुक्रम 2, 4, 8, ।6, 32 तथा ।28, 32, 8, 2, ठ के संगत पदों के गुणनफल से बने अनुक्रम का 


योगफल ज्ञात कोजिए। 

दिखाइए कि अनुक्रम 6, ८५ ०7?, ... ८7"! तथा A, AR, AR?,...AR”-! के संगत पदों के 
गुणनफल से बना अनुक्रम गुणोत्तर श्रेणी होती है तथा सार्व अनुपात ज्ञात कीजिए। 

एसे चार पद ज्ञात कीजिए जो गुणोत्तर श्रेणी में हो, जिसका तीसरा पद प्रथम पद से 9 अधिक 
हो तथा दूसरा पद चौथे पद से ]8 अधिक हो। 

यदि किसी गुणोत्तर श्रेणी का /वाँ, 4वाँ तथा 7 वाँ पद क्रमशः ८, ५ तथा ८ हो, तो सिद्ध कीजिए 
कि *” bre? = | 

यदि किसी गुणोत्तर श्रेणी का प्रथम तथा # वाँ पद क्रमशः ८ तथा # हैं, एवं 7 # पदों का 
गुणनफल हो, तो सिद्ध कीजिए कि P? = (4७)” 

दिखाइए कि एक गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम # पदों के योगफल तथा (+ ) वें पद से (2#)वें पद 


पदों ] 
तक के पदों के योगफल का अनुपात -5 है। 
F 


यदि ८, ४, ८ तथा 4 गुणोत्तर श्रेणी में हैं तो दिखाइए कि (८? + ॥?+ ८?) (४२ + ८? + ८?) = 
(ab + 9८ + ८वी* . 

ऐसी दो संख्याएँ ज्ञात कीजिए जिनको 3 तथा 8 के बीच रखने पर प्राप्त अनुक्रम एक गुणोत्तर 
श्रेणी बन जाय। 


n+l n+l 


d 
॥ का मान ज्ञात कीजिए ताकि , 4 तथा & के बीच गुणोत्तर माध्य हो। 


a” +b" 
दो संख्याओं का योगफल उनके गुणोत्तर माध्य का 6 गुना है तो दिखाइए कि संख्याएँ 
(3+2\2):(3-22) के अनुपात में हैं। 
यदि ^ तथा 6 दो धनात्मक संख्याओं के बीच क्रमशः समांतर माध्य तथा गुणोत्तर माध्य हों, तो 
सिद्ध कीजिए कि संख्याएँ 4 + ,/(^ +6) (^ -6) हैं। 
किसी कल्चर में बैक्टीरिया की संख्या प्रत्येक घंटे पश्चात्‌ दुगुनी हो जाती है। यदि प्रारंभ में उसमें 
30 बैक्टीरिया उपस्थित थे, तो बैक्टीरिया की संख्या दूसरे, चौथे तथा #वें घंटों बाद 
क्या होगी? 

500 रुपये धनराशि ।0% वार्षिक चक्रवृद्धि ब्याज पर ।0 वर्षों बाद क्या हो जाएगी, ज्ञात कीजिए? 
यदि किसी द्विघात समीकरण के मूलों के समांतर माध्य एवं गुणोत्तर माध्य क्रमशः 8 तथा 5 हैं, 
तो द्विघात समीकरण ज्ञात कोजिए। 
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9.7 विशेष अनुक्रमों के # पदों का योगफल (Sum to # Terms of Special Series) 


अब हम कुछ विशेष अनुक्रमों के # पदों का योग ज्ञात करेंगे : वे निम्नलिखित हैं। 
I) +2+3+...+॥ (प्रथम # प्राकृत संख्याओं का योग) 
(i) ।2+ 22+ 32+... +॥? (प्रथम # प्राकृत संख्याओं के वर्गों का योग) 
(ii) ।3+23+ 33+... +? (प्रथम # प्राकृत संख्याओं के घनों का योग) 
आइए हम इन पर एक के बाद दूसरे पर विचार करें : 


n(n+]) 


(0) S,=I+2+3+...+, तो = 0 (भाग 9.4 देखें) 


(म) यहाँ $,=।२+22+3?+ ... +7? 
हम सर्वसमिका £ -(#-]) = 3° 3 +। पर विचार करते हैं 
क्रमशः £= ।, 2... , # रखने पर, हम पाते हैं 
3-0=3(I-3(])+] 
2_=3(2)+] 
33 _ 23 = 3(3)?- 3 (3) +] 


m-—(n—IyJ=3(m}-3(m+l 
दोनों पक्षों को जोड़ने पर हम पाते हैं 
m—O=3(I + 22 +3°+..+n)—3(l+2+3+..+Hn)+n 
या n’ = 5) ES -- है +n 
k=] k=] 


(५) से हम जानते हैं 





> k=lp2+3+..+n= RE) 
k=] 
र | 3n(n+l ] NOn+I 
अतः ` $,= 2, = n+ “ i | ह (Qn +3n° +n) = Sr 
nt छ 


() यहाँ $, = ]3 + 23 + ...+॥ 
हम सर्वसमिका (६ + ।)* - £ = 4 + 6/2+ 4+ ] पर विचार करते हैं 
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क्रमशः (= |, 2, 3... ॥, रखने पर, हम पाते हैं 
28 =A) +6 +A) +I 
34 _ 24 = 4(2) + 6(2)? + 4(2) +I 
46 - 36 - 4(3) +63)? + 4(3) + 


n—I—-(n-—-2)=4n-—2)+6n-—-2)+4mn-2)+l 
n.—(n—l)=4mn-U’+6n—lI})+4mn-D+l 
(n+l)‘—-n'=a4n+6n+in+l 

दोनों पक्षों को जोड़ने पर, हम पाते हैं 
n+I)-I=4(l°+2+3+.+n)+6(l +23 +..+n)+ 


4(l+2+3+..+n)+n 
542 kK +6) k +4) k+n 0 
€| 6] eI 
(५) तथा (7) से, हम जानते हैं 


n | n 

फेज n(n+]) शष , ॐ २ = n(n+YV(n+]) 
t 2 6 

इन मानों को () में रखने पर, हम पाते हैं 


k=] 


4 ) k’=n +4# +6n +4n onW+DCn+tD Mn+) 
k=l 6 p) 
or 4S =n'+An + 6677 +i-n(Qn+3n+D-2n(n+D-n 
=n'+2n’ +n 
=n(n+ YD). 


n(A+)) _ [n (n+ NE 
4 4 
उदाहरण ।9 श्रेणी 5+।।+9+29+4... के #पदों का योगफल ज्ञात कीजिए। 


अतः S „= 


हल आइए लिखें 


७, =5+I]lI+I]I9+29+...+ RR, 


[il n 


अथवा S, = St Mle 2 FR neal EO RG 
घटाने पर हम पाते हैं 
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0=5+[6+8+0+2 + ...(॥ = |) पदों ] - ८, 


5} (n—DI2+ (n—2)x2] 
n ) 
=S+(n—l)(n+A)=n+3n+l 


6 < ° (k°+3k+D) = » 5 +3 » k+n 
इस प्रकार = 2 Kk 2 2 2. 


अथवा 


n(n+D(n+D र Sn(n+]) n(n+2)(n+4) 


6 2 3 
उदाहरण 20 उस श्रेणी के # पदों का योग ज्ञात कीजिए जिसका #वाँ पद 7 (7 +3) है। 


हल दिया गया हे 
a,=n(n+3)=n’+3n 
इस प्रकार # पदों का योगफल 


ठ Ya, = Yk +3) % 
" k=l k=l k=l 


_n +जICn RD र Bn(n+D n(n+D(n+S) 
ह 6 2 (7 3 


| प्रश्नावली 9.4 | 


प्रश्‍न | से 7 तक प्रत्येक श्रेणी के #पदों का योग ज्ञात कीजिए। 


I, IxX2+2x3+3x4+4%5+... 2, IxX2xX3+2x3%xX4+3%xX4xX5+... 


। । | 
लु £ i DE EEE 
3, 3» [2 +5 % 22 + 7» 3: + ... 4. [2 Dod उदय 
5, 5: -+ 6: +6/ + ...+ 20: 6. 3xX8+6%xII+9%4+... 


7. I +( + 27) + ([7 + 22 + 37) + ... 

प्रश्न 8 से 0 तक प्रत्येक श्रेणी के # पदों का योग ज्ञात कीजिए जिसका # वाँ पद दिया हे: 
8S. n(n+l)(n+4). 9. n+ 2” 

I0. (Cn -])? 
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विविध उदाहरण 


उदाहरण 2। यदि किसी समांतर श्रेणी का 7 वाँ, ५ वाँ, 7 वाँ तथा ४ वाँ पद गुणोत्तर श्रेणी में हैं, तो 
दिखाइए कि (9 - 4), (4 - 7), (7-5) भी गुणोत्तर श्रेणी में होगें। 


हल यहाँ a,=a+(p-)d ol 
a =at (q—D)d स) 
a.=a+(r-l)d .« (3) 
a =a+७W-l)d ... (4) 


दिया गया है कि 4,, ८,, ८, तथा 4, गुणोत्तर श्रेणी में हैं। इसलिए 
C A, se र JT 


A ठ ly A, बढ ly Prd 











(क्यों?) f/f) 








A R) जता 
इसी प्रकार र - — == 7; (क्यों?) ... (6) 


अतः (5) तथा (6) से 
4-7 Fd 


pq q-r 








अर्थात्‌ - 0, / - 7 तथा 7 = 5 गुणोत्तर श्रेणी में हैं। 


में हैं आग] हैं | 
उदाहरण 22 यदि ७, ४, ८ गुणोत्तर श्रेणी में हैं तथा „+ _ ॥» _. .< हैं तो सिद्ध कीजिए +, » 2 समांतर 
श्रेणी में हैं। 
हल माना कि ८" = छ!” = ८।= / हैं तो 


० =, } = तथा ० = =: (0) 
क्योंकि ८, ७, ८ गुणोत्तर श्रेणी में हैं 
b? = ac ... (2) 
(।) तथा (2) के उपयोग से हम पाते हैं 
& — rr 


इससे हमें मिलता है 2 =+ +2. 
अतः » ) तथा 7 समांतर श्रेणी में हैं। 


उदाहरण 23 यदि ८, £, ८, 4 तथा 7 विभिन्न वास्तविक संख्याएँ इस प्रकार हैं कि 
(4? + b? + cp? - 2(ab + bc + cd)p + (b?+ ८? + 4?) < 0 तो दर्शाइए कि 6, 2, ८ तथा 4 गुणोत्तर 
श्रेणी में हैं। 
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हल दिया हैं 
५ (६: + 6: + ८) 77 - 2 (६9 + 9८ + ८व) + (7४+ ८८ + 4८) < 0 =O) 
परंतु बायाँ पक्ष 
र 2abp+b") + (7७: — 2bcp+c) + (7८४७: - 2cdp + 4८“), 
इससे हमें मिलता है 
(ap= D) (bp =© के (0055 607 0 (2) 
क्योंकि वास्तविक संख्याओं के वर्गों का योग ऋणेतर है, इसलिए (]) तथा (2) से, हम पाते हैं 


(ap —b) +(bp—c) +(cp-d) = 0 
अथवा ८ - = 0, ४-८ = 0,८7 -4 = 0 इससे हमें मिलता है 
9 c d 


a bc 
अतः ८, ०, ८ तथा 4 गुणोत्तर श्रेणी में हैं। 


उदाहरण 24 यदि ,4,7 गुणोत्तर श्रेणी में हैं तथा समीकरणों ४? + 24% + 7 = 0 और 
हों d मेहे 
4५? + 2०४ +/= 0 एक उभयनिष्ठ मूल रखते हों, तो दर्शाइए कि -, a डे Fi समांतर श्रेणी में हैं। 
pdrT 
हल समीकरण /»? + 24४ +7= 0 के मूल निम्नलिखित हैं: 


-24+ (44-47 “ 
लि yJ4q -477 


2p 


क्योंकि # ,५, 7 गुणोत्तर श्रेणी में हैं, इसलिए 4? = 7, अर्थात्‌ = 4 परंतु 2 समीकरण 
P PD 
4४ + 2०+ /= 0 का भी मूल है, (क्यों?) 


इसलिए 
2 
तु +| )+7=0 

p p 
या ०4९2४ - 2eqp + jp’ ८ 0 Ud) 
(]) को /4से भाग देने पर तथा ६? = 77 का उपयोग करने से, हम पाते हैं 

De d 

il NR “ed 

p gq pr 4 pr 
bd 
= समांतर श्रेणी में हैं। 


de 
अतः कक 
Pd 


2020-2 


I0. 


I. 


I2. 


I3. 


4. 


| ॥० 


अनुक्रम तथा श्रेणी 23 


अध्याय 9 पर विविध प्रशनावली 


दर्शाइए कि किसी समांतर श्रेणी के (# +)वें तथा (# -॥)वें पदों का योग वें पद का 
दुगुना है। 

यदि किसी समांतर श्रेणी की तीन संख्याओं का योग 24 है तथा उनका गुणनफल 440 है, तो 
संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 


. माना कि किसी समांतर श्रेणी के 7, 27, तथा 37 पदों का योगफल क्रमशः $,, $, तथा 5, है 


तो दिखाइए कि 5, = 3(5, -$,) 

200 तथा 400 के मध्य आने वाली उन सभी संख्याओं का योगफल ज्ञात कीजिए जो 7 से 
विभाजित हों। 

। से ।00 तक आने वाले उन सभी पूर्णांकां का योगफल ज्ञात कीजिए जो 2या 5 से 
विभाजित हों। 


. दो अंकों की उन सभी संख्याओं का योगफल ज्ञात कीजिए, जिनको 4 से विभाजित करने पर 


शेषफल | हो। 
सभी », » €च के लिए /(* + )) = ()./ (9) को संतुष्ट करता हुआ /एक ऐसा फलन है 


कि /(])=3एवं ), /() =20 तो# का मान ज्ञात कीजिए। 
| 


गुणोत्तर श्रेणी के कुछ पदों का योग 3।5 है, उसका प्रथम पद तथा सार्व अनुपात क्रमशः 5 तथा 
2 हैं। अंतिम पद तथा पदों को संख्या ज्ञात कीजिए। 

किसी गुणोत्तर श्रेणी का प्रथम पद ] है। तीसरे एवं पाँचवें पदों का योग 90 हो तो गुणोत्तर श्रेणी 
का सार्वं अनुपात ज्ञात कोजिए। 

किसी गुणोत्तर श्रेणी के तीन पदों का योग 56 है। यदि हम क्रम से इन संख्याओं में से ],7, 
2] घटाएँ तो हमें एक समांतर श्रेणी प्राप्त होती है। संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 

किसी गुणोत्तर श्रेणी के पदों की संख्या सम है। यदि उसके सभी पदों का योगफल, विषम स्थान 
पर रखे पदों के योगफल का 5 गुना है, तो सार्व अनुपात ज्ञात कीजिए। 

एक समांतर श्रेणी के प्रथम चार पदों का योगफल 56 है। अंतिम चार पदों का योगफल ]]2 
है। यदि इसका प्रथम पद ]] है, तो पदों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


यदि 

में हैं। 

किसी गुणोत्तर श्रेणी में $,# पदों का योग, ? उनका गुणनफल तथा र उनके व्युत्क्रमों का योग 

हो तो सिद्ध कीजिए कि PR” = 97, 

किसी समांतर श्रेणी का एवाँ, 4वाँ #वाँ पद क्रमशः ८, ७, ८ हैं, तो सिद्ध कीजिए 
(q-r)a+C-p)+(P-qg)c=0 


+bx b+ +d 
hE («ऋ 0), हो तो दिखाइए कि ०, ७, ८ तथा 4 गुणोत्तर श्रेणी 


a—bx b-ex c-dkx 
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I8. 


I9. 


20. 


2]. 


22. 


23. 
24. 


0० मी 


26. 


27. 


गणित 

I I I I आओ] , में हैं 
यदि 4 + >) b हि + | ८ है हे चर समांतर श्रेणी में हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 
०, 2, ८ समांतर श्रेणी में हैं। 
यदि ८, ४, ८, ८ गुणोत्तर श्रेणी में हैं, तो सिद्ध कीजिए कि (८? +"), (७" + ८"), (८" +") 
गुणोत्तर श्रेणी में हैं। 
यदि ५? - 3+ + = 0 के मूल 6 तथा 0 हैं तथा +? -]2४ +4 = 0, के मूल ८ तथा ० हैं, जहाँ 
८, 2, ८, 4 गुणोत्तर श्रेणी के रूप में हैं। सिद्ध कीजिए कि (4 +) : (4-2) = ]7:]5 
दो धनात्मक संख्याओं ८ तथा के बीच समांतर माध्य तथा गुणोत्तर माध्य का अनुपात #:॥. 


हे | दर्शाइए कि 4:७ = | m + Ym? —n? m’ —n’ | ि | m — mn? mn’ | 


| | 
यदि ८, ५, ८ समांतर श्रेणी में हैं 9, ८, 4 गुणोत्तर श्रेणी में हैं तथा च समांतर श्रेणी में 


d 
हैं, तो सिद्ध कीजिए कि ८, ८, ८ गुणोत्तर श्रेणी में हैं। 
निम्नलिखित श्रेणियों के # पदों का योग ज्ञात कीजिए। 
() 5+55+555+ ... 
(॥) .6 +. 66 +. 666+... 
श्रेणी का 20वाँ पद ज्ञात कीजिए : 
2<4+4%6+6%8+...+॥ पदों तक 
श्रेणी 3+ 7 +।3 +2] +3। +... के # पदों का योग ज्ञात कोजिए। 
यदि $,, $,, $, क्रमशः प्रथम 7 प्राकृत संख्याओं का योग, उनके वर्गों का योग तथा घनों का 
योग है तो सिद्ध कीजिए कि 95? = 5, (। + 85,). 
निम्नलिखित श्रेणियों के # पदों तक योग ज्ञात कीजिए: 


i , +2 TA AN 


| I+3 I+3+5 





IxX2°+2x3° +..+nx(n+D) __ 
I x2+2°x3+..+n x(n+D) 3n+l 


कोई किसान एक पुराने ट्रैक्टर को ₹।2000 में खरीदता है। वह ₹ 6000 नकद भुगतान करता 
है और शेष राशि को ₹ 500 की वार्षिक किस्त के अतिरिक्त उस धन पर जिसका भुगतान न 
किया गया हो ।2% वार्षिक ब्याज भी देता है। किसान को ट्रैक्टर की कुल कितनी कीमत 
देनी पड़ेगी? 





दर्शाइए कि : 
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अनुक्रम तथा श्रेणी 2I5 


शमशाद अली 22000 रुपये में एक स्कूटर खरीदता है। वह 4000 रुपये नकद देता है तथा शेष 
राशि को ।000 रुपये वार्षिक किश्त के अतिरिक्‍त उस धन पर जिसका भुगतान न किया गया 
हो ।0% वार्षिक ब्याज भी देता है। उसे स्कूटर के लिए कुल कितनी राशि चुकानी पड़ेगी? 
एक व्यक्ति अपने चार मित्रों को पत्र लिखता है। वह प्रत्येक को उसकी नकल करके चार दूसरे 
व्यक्तियों को भेजने का निर्देश देता है, तथा उनसे यह भी करने को कहता हैं कि प्रत्येक पत्र 
प्राप्त करने वाला व्यक्ति इस श्रृंखला को जारी रखे। यह कल्पना करके कि श्रृंखला न टूटे तो 
8 वें पत्रों के समूह भेजे जाने तक कितना डाक खर्च होगा जबकि एक पत्र का डाक खर्च 50 
पैसे है। 

एक आदमी ने एक बैंक में 0000 रुपये 5% वार्षिक साधारण ब्याज पर जमा किया। जब से 
रकम बैंक में जमा की गई तब से, ]5 वें वर्ष में उसके खातें में कितनी रकम हो गई, तथा 20 
वर्षो बाद कुल कितनी रकम हो गई, ज्ञात कोजिए। 

एक निर्माता घोषित करता है कि उसकी मशीन जिसका मूल्य ]5625 रुपये है, हर वर्ष 20% 
की दर से उसका अवमूल्यन होता है। 5 वर्ष बाद मशीन का अनुमानित मूल्य ज्ञात कीजिए। 
किसी कार्य को कुछ दिनों में पूरा करने के लिए ।50 कर्मचारी लगाए गए। दूसरे दिन 4 
कर्मचारियों ने काम छोड़ दिया, तीसरे दिन 4 और कर्मचारियों ने काम छोड़ दिया तथा इस प्रकार 
अन्य। अब कार्य पूर्ण करने में 8 दिन अधिक लगते हैं, तो दिनों की संख्या ज्ञात कीजिए, जिनमें 
कार्य पूर्ण किया गया। 


सारांश 


& अनुक्रम से हमारा तात्पर्य है, “किसी नियम के अनुसार एक परिभाषित (निश्चित) क्रम में 


संख्याओं को व्यवस्था”। पुनः हम एक अनुक्रम को एक फलन के रूप में परिभाषित कर 
सकते हैं, जिसका प्रांत प्राकृत संख्याओं का समुच्चय हो अथवा उसका उपसमुच्चय 
(, 2,3, ..., £} के प्रकार का हो। वे अनुक्रम, जिनमें पदों की संख्या सीमित होती है, 
“परिमित अनुक्रम” कहलाते हैं। यदि कोई अनुक्रम परिमित नहीं है तो उसे अपरिमित 
अनुक्रम कहते हैं। 

मान लीजिए ८,, ८, ८, ... एक अनुक्रम हैं तो ०, +4, +4,+... के रूप में व्यक्त किया 
गया योग श्रेणी कहलाता है जिस श्रेणी के पदों की संख्या सीमित होती है उसे परिमित श्रेणी 
कहते हैं। 

किसी अनुक्रम में पद समान नियतांक से लगातार बढ़ते या घटते हैं, समांतर श्रेणी होती हैं। 
नियतांक को समांतर श्रेणी का सार्व अंतर कहते हैं। सामान्यतः हम समांतर श्रेणी का प्रथम 
पद्‌ ८, सार्व अंतर /तथा अंतिम पद । से प्रदर्शित करते हैं। समांतर श्रेणी का व्यापक पद या 
# वाँ पद्‌ ८, = ८ + (7 - ।) 4 है। 
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2।6 गणित 


समांतर श्रेणी के # पदों का योग 5, निम्नलिखित सूत्र द्वारा प्राप्त होता है: 


S, = | 24 +(n—l)d | = न (४८+॥) . 


रा ; a+b 
® कोई दो संख्याओं ८ तथा ७ का समांतर माध्य 4, क होता है अर्थात्‌ अनुक्रम ८, 4, 


9 समांतर श्रेणी (&.7) में है। 

* किसी अनुक्रम को गुणोत्तर श्रेणी या G2. कहते हैं, यदि कोई पद, अपने पिछले पद से एक 
अचर अनुपात में बढ़ता है। इस अचर गुणांक को सार्व अनुपात कहते हैं। साधारणत: हम 
गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम पद को ८ तथा सार्व अनुपात 7 से सांकेतिक करते हैं। गुणोत्तर श्रेणी 
का व्यापक पद या #वाँ पद ८,= ८7"! होता है। 

alr" — !) a (I- L# ) 


या ' ~ यदि 7 =#] 


गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम # पदों का योग ७५ = | ] 
) «मा च Y 


होता है। 
& कोई दो धनात्मक संख्याएँ ८ तथा 9 का गुणोत्तर माध्य \/// है अर्थात्‌ अनुक्रम ८, 6 ४ 


गुणोत्तर श्रेणी में हैं। 


ऐतिहासिक पपृष्ठभूमि 


इस बात के प्रमाण मिलते हैं कि 4000 वर्ष पूर्व बेबीलोनिया के निवासियों को समांतर तथा 
गुणोत्तर अनुक्रमों का ज्ञान था। Boeth॥ऽ (50 A.D.) के अनुसार समांतर तथा गुणोत्तर अनुक्रमों 
को जानकारी प्रारंभिक यूनानी (ग्रीक) लेखकों को थी। भारतीय गणितज्ञों में से आर्यभट (476 
A.D.) ने पहली बार प्राकृत संख्याओं के वर्गों तथा घनों का योग अपनी प्रसिद्ध पुस्तक 
' आर्यभटीयम्‌’ जो लगभग 499 A.D. में लिखी गई थी, में दिया। उन्होंने ? वाँ पद से आरंभ, 
समांतर अनुक्रम के पदों के योग का सूत्र भी दिया। अन्य महान भारतीय गणितज्ञ ब्रह्मगुप्त (598 
A.D.), महावीर (850 ^.D.) तथा भास्कर (।।]4-]85 A.D.) ने संख्याओं के वर्गों एवं घनों 
के योग पर विचार किया। एक दूसरे विशिष्ट प्रकार का अनुक्रम जिसका गणित में महत्त्वपूर्ण 
गुणधर्म है जो Fib0n॥८८। ५९५५९१८ कहलाता है, का आविष्कार इटली के महान गणितज्ञ 
Leonardo Fibonacci (I70-250 A.D.) ने किया। सत्रहवीं शताब्दी में श्रेणियों का 
वर्गीकरण विशिष्ट रूप से हुआ। 67। ई. में ]3९५ G7९९०7५ ने अपरिमित अनुक्रम के संदर्भ 
में अपरिमित श्रेणी शब्द का उपयोग किया। बीजगणितीय तथा समुच्चय सिद्धांतों के समुचित 
विकास के उपरांत ही अनुक्रम तथा श्रेणियों से संबंधित जानकारी अच्छे ढंग से प्रस्तुत हो सकी। 


2020-2 


